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Introduccion

Una de las formas de entender como se propaga una epidemia es utilizando un modelo matematico.
En 1927 el bioquimico William Ogilvy Kermanck y el teniente coronel Anderson Gray McKendrick
[1] idearon un modelo para interpretar las caracteristicas de una epidemia, es la base del modelo
SIR. Es un modelo sencillo, pero nos bastara para entender cuales son los factores decisivos a tener
en cuenta ante una pandemia. El modelo considera que toda la poblacion reacciona de la misma
manera ante la enfermedad o infeccion, es decir, no se dice nada sobre el caracter genético
individual. Considera ademas que todos los individuos tienen la misma tasa de transmisioén de la

enfermedad.

El objetivo de este andlisis es determinar que parametro es fundamental para caracterizar el proceso
infeccioso de una pandemia. Siguiendo un esquema sencillo y asequible a cualquier persona
interesada con unos minimos conocimientos matematicos. Para asi conocer cuales son las
condiciones que indiquen de que manera los contagiados por la infeccion disminuird o bien

aumentara y se convertirad en una pandemia.

El Modelo SIR
El modelo clasifica a los individuos en tres tipos de poblaciones. La poblacion de Susceptibles, la
poblacion de Infectados y la poblacion de Recuperados. Los definimos mediante las siguientes

variables dependientes del tiempo:

S(t): Poblacion Susceptible. Aquellos individuos que pueden ser infectados, los que pueden

contagiarse del virus.

I(t): Poblacion Infectada. Aquellos individuos que ya estan infectados y pueden transmitir la

infeccion a individuos de la poblacion Susceptible con la que pueden entrar en contacto.

R(t): Poblacion Recuperada. Aquellos individuos que han superado la infeccion y son inmunes.



N: Poblacion total.
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Figura 1: Esquema Modelo SIR

A partir de estas definiciones podemos establecer una primera ecuacion que relacione todas las
variables anteriores. Queda claro que la poblacion total tiene que estar representada por la poblacion
Susceptible mas la poblacion Infectada mas la poblacion Recuperada. Hay que tener en cuenta que
estas variables dependen del tiempo, los Susceptibles pueden pasar Infectados y estos a estar
Recuperados, por eso se indican en funcion del tiempo mediante el paréntesis (t). De esta manera la

condicidn es la siguiente:
S +I(t)+R(t)=N

Veamos a continuacion las caracteristicas que tiene que cumplir la poblacion susceptible (S). Para
que los Susceptibles pasen a ser Infectados se necesita determinar a que ritmo estos pueden
contagiarse. Es decir tenemos que establecer cual es la tasa de contagio, este parametro se

determina mediante lo que denominamos la tasa de infeccion, que denotare mediante la letra a.

Consideremos ahora que la cantidad de Susceptibles que puede contagiarse dependera de la
cantidad de Infectados existentes y de la probabilidad que tiene estos a su vez de infectar, pardmetro
que indica la tasa de infeccion a. Asi pues, determinamos que la tasa de contagio es proporcional al
numero de Infectados y el factor de proporcionalidad de la tasa de infeccion. Lo indicaremos

mediante c(t) y vendra dado por:

c(t) = al(t)

Por tanto el nimero de individuos que se contagian seran aquellos Susceptibles de ser contagiados,

los que denominamos por S(t) multiplicado por la tasa de contagio c(t). Veamos un detalle



importante, cuando la poblacidon susceptible S(t) se contagia, pasa a ser poblacion Infectada I(t) y
por tanto disminuye de la poblacion S(t). Asi pues la ecuacion diferencial que modela la variacion
de la poblacion S(t) es negativa, indicando que la poblacién S(t) disminuye y pasa a ser Infectada

I(t), escribimos.

Veamos ahora las caracteristicas que tiene que cumplir la poblacién de infectados I(t). Una primera
propiedad inmediata es que la poblacion I(t) aumenta al mismo ritmo que disminuye la poblacion
S(t). Pero habra que restar aquellos que se recuperan, los que dejan de ser infectados para pasar a

ser Recuperados.

Consideramos pues que la tasa de recuperacion viene determinada por la letra b. Asi pues la
cantidad de Recuperados es proporcional a la cantidad de Infectados por la tasa de recuperacion, el

resultado es el siguiente

Asi pues, directamente la variacion de la poblacion de Recuperados vendra indicada por la siguiente

ecuacion.

En resumen, el sistema de ecuaciones que determinan las variaciones de las variables S(t), I(t) y

R(t) es lo que se denomina un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales.

%’f) L aSWI) (1)
%Y) = (aS(t) — b)I(t) )
dR(t) _

S =) (3)



Obtenemos que las tres poblaciones estan modeladas por un sistema de tres ecuaciones diferenciales

ordinarias de primer orden no lineales dependientes del tiempo y se le denomina el modelo SIR.

El sistema anterior no puede resolverse analiticamente y tiene que ser resuelto numéricamente, pero

puede obtenerse informacion cualitativa.
Observamos que el modelo cumple la condicion necesaria de mantener la poblacion N constante.

As(t) , dI(t) , dR()

dt dt a

Planteamiento a partir de las Condiciones Iniciales
Partimos del conocimiento de las poblaciones en el instante inicial, es decir en t=0. En estas

condiciones tendremos que

S(0) = S
1(0) = I
R(0) = Ry

Establecemos la ecuacion diferencial a partir del estado inicial con una poblacion de susceptibles S.

(%)t_o ~ I(aSy —b)

Esta ecuacion es facilmente integrable

1(t) 7 t
[ =taso-v) [ a
0 I 0

InI(t) = (aSo — b)t = b(% 1)t

Definimos por Ry = aS/b y de esta manera se obtiene la ecuacion para I(t)

I(t) = exp(Ro — 1)bt

El resultado es una funcion exponencial cuyo cardcter creciente o decreciente depende de si su

exponente es positivo o negativo.

Veamos el tipo de comportamiento de la funcidon segln el signo del exponente en la Figura 2 y 3.



* QGrafica exponencial con exponente positivo
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Figura 2: funcion exponencial con exponente positivo

Podemos comprobar que la funcién es siempre creciente y cada vez aumenta con mayor

rapidez.

* Grafica exponencial con exponente negativo
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Figura 3: funcion exponencial con exponente negativo

En este caso la funcion es decreciente y decrece cada vez con mayor rapidez.



Si nos fijamos en las gréaficas de infectados por el coronavirus COVID19, observamos que en la

fase inicial de la expansion del virus la exponencial es de exponente positivo.
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El factor de riesgo R,

Si volvemos a la ecuacion exponencial del nimero de infectados en un tiempo t podemos observar
que el factor R, es decisivo, lo denominamos el factor de riesgo. Si este factor de riesgo es mayor
que 1 el exponente sera positivo y si es menor que 1 el exponente sera negativo. De esta manera
sencilla se puede determinar que condiciones tienen que cumplirse para que el factor de riesgo sea
menor que 1. Condicion que podemos considerar obvia al comparar en la ecuacion (2) del sistema
diferencial SIR sus dos términos, uno positivo y el otro negativo. El positivo (aS,) tiende a
aumentar el nimero de infectados y el negativo (b) a disminuirlo, pero ahora conocemos que el

caracter dominante de estos parametros criticos es exponencial.

Obtenemos pues que la condicion para que la infeccidon no se propague es la siguiente:

Roza—fo<1



El parametro a es la tasa de infeccion y se encuentra en el numerador, por tanto para reducir el
factor de Riesgo se tiene que disminuir el pardmetro a. Esta condicion obliga a conseguir una baja
transmision de la enfermedad, conclusion que ya nos parecia evidente. Para disminuir el parametro

a es fundamental:
* Confinar a la poblacion para disminuir los contactos en una fase inicial.
* Aplicar estrictamente medidas de higiene, como lavarse bien las manos con jabon.
*  Aplicar estrictamente medidas de proteccion, como utilizar mascarillas adecuadas y guantes.

El parametro S, también se encuentra en el numerador y por tanto se tiene que disminuir al maximo

la cantidad de poblacion susceptible de ser infectada, esto se consigue:

* Confinando la poblacion en sus casas para evitar el contacto de los susceptibles con los

infectados.
» Efectuar una campafia de vacunas, para aumentar la inmunidad de los susceptibles.

El parametro b se encuentra en el denominador y por tanto tiene que alcanzar un valor elevado.
Recordemos que b es la tasa de recuperacion y para que tenga un valor elevado tienen que

cumplirse estas condiciones.
* Conseguir un antiviral.
* Aplicar las medidas medicas y sanitarias adecuadas.

Y esto se consigue no colapsando el sistema hospitalario, que se obtiene confinando a la poblacion
en sus casas para disminuir al maximo los infectados. Y es por tanto importantisimo disponer de un

buen sistema sanitario publico.

Numero maximo de Infectados
Veamos a continuacion como determinar el maximo de Infectados, Iy. Partimos de las dos primeras

ecuaciones diferenciales donde simplificamos la notacion.

ds
_— = — I

7 aS

dl

—_— = — I
o (aS —b)



Buscamos la relacion entre los infectados I respecto los Susceptibles S,

dI _dldt _ (aS—bH)I _ ( b )

dS ~ dtds = —aSl a5 !

Definimos el cociente a/b como el factor q, de esta manera la ecuacion anterior nos queda

a _ 1
ds ¢S

Integramos la ecuacion diferencial anterior
/w—/ﬁ 1)ds
= 5

1
I:—S—f—glnS—i—C’

donde C es una constante de integracion. Ante este resultado podemos establecer la siguiente

relacion

I+S—%lnS:C

la cual nos dice que el término situado a la izquierda de la igualdad se mantiene invariante respecto
el tiempo, es decir, se mantiene constante. Veamos la caracteristica grafica de la ecuacion anterior

en la siguiente Figura 4.
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Figura 4: Grafica de Infectados respecto Susceptibles



Observamos que presenta un maximo y por tanto algunos pardmetros seras los determinantes de

este valor maximo

Dada lo constancia temporal de la funcion podemos escribir la siguiente relacion entre los valores

maximos y los valores iniciales

1 1
Ing + Sy — = InSyr = Ip + Sp — = InSy
q q

Ahora nos falta conocer cual es la condicion que deben cumplir los Susceptibles en el maximo de Infectados.

Esta condicion se establece mediante la siguiente relacion maxima

ﬁ qSm q

que sustituimos en la ecuacion anterior obteniendo la relacion

dI 1 1
() 0= g -1=0=su—1

1 1 1
IM+———lnq:Io+So——l7’LSQ
q q q

y aislando Iy

1
IM = I() + SO — E (1 —|—1n(q5’0))

Fijemonos que precisamente qS, es el factor critico Ry, representemos pues el valor maximo de

infectados en funcion del factor critico Ry , obtenemos.

1
IM :Io+SO{1— —(1+1HRO>}
Ry

El nimero maximo de infectados disminuye segun la siguiente funcion

1
R(Ro) = R—O(l +1n Ry)

Determinamos el maximo de esta funcidn a partir de la condicion de extremo

dR(RO) 1 1 1
o R(Q) ( + nRo) + R% R(Q) nRy 0



Cuya solucion es Ry = 1, la cual podemos comprobar también de forma grafica en la siguiente

figura 5.
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Figura 5: Grafica de la funcién R(Ro)

Asi pues la condicion Ry =1 es un maximo de la funciéon R(Ry) y normalmente el valor de R, se

encontrara entre el valor minimo de 0 y el valor méximo de 1.
Volvemos a encontrar, como era de esperar, que la condicion sobre el factor de riesgo sea menor que
1. 'Y esta condicion matematica conlleva a la elaboracion de toda una serie de protocolos destinados
a disminuir la propagacion de la infeccion y disminuir el nimero de muertos. Al mismo tiempo que

disminuye la probabilidad que el virus vuelva a aparecer con mayor virulencia en la siguiente fase

estacional. Dado que muchos virus siguen estas fases estacionales, como muestra el grafico en el

Anexo 1.
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Conclusiones

Hemos comprobado mediante un sencillo modelo SIR que la actuacion inmediata sobre la
contencion de la poblacion es un medida eficaz para evitar los contagios. En la China se tomaron las
medidas de confinamiento en forma estricta. Kraemer [2] nos indica en su articulo que la movilidad
humana contribuy6 a la rdpida expansion del virus COVID-19 y como las medidas de control y
contencion de esta movilidad contribuyeron a frenar este avance. La Figura 6 indica como
disminuyeron drasticamente la movilidad después de implementar el cordon sanitario el 23 de

€nero.
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Figura 6: Cordon Sanitario implantado en Wuhan. Kraemer [2]

José Lourengo en un articulo prepint indica que las simulaciones realizadas con modelos SIR
mucho mas sensibles, indican una duracion de la epidemia entre dos y tres meses si no se realiza

ninguna intervencion.

George Gao, jefe del Centro Chino para el Control de Enfermedades y Prevencion indica en una
entrevista en Science [4] que la Primera accion es mantener la distancia social. Esta es la estrategia
esencial para el control de cualquier enfermedad infecciosa, especialmente si es una infeccion
respiratoria. Segundo hay que mantener aislada a la poblacion infecciosa. Tercero, los que han
contactado con los infecciosos tienen que permanecer en cuarentena. Hay que realizar todos los
esfuerzos necesarios para encontrar todos estos contactos y asegurarse que siguen aislados y
cumplen la cuarentena. En Cuarto lugar hay que suspender las reuniones publicas y en Quinto lugar

restringir el movimiento y confinar a la poblacion, lo que se denomina efectuar un cordon sanitario.

George Gao asegura ademas que el gran error en Estados Unidos y Europa es que las personas no
usan mascaras y de esta manera el virus se propaga rapidamente de las personas infectadas a las

susceptibles.
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El 23 de enero a Is 10:00h se prohibio6 todo el transporte en la ciudad de Wuhan, seguido de toda la
provincia de Hubei un dia después, segun un articulo de Huaiyu Tian[5]. Es el mayor cordéon
sanitario desarrollado en toda la historia, declarando el nivel 1 de emergencia en China, definido
como “incidente extremadamente serio”. Aparte de la prohibicion de viajar se cerraron los colegios
y universidades, se aislaron los casos infectados y se suspendio todo el transporte publico. Segin
Tian, las medidas estrictas de confinamiento iniciadas en la ciudad de Wuhan estan fuertemente
relacionadas con el retraso del crecimiento del virus y la reduccion del nimero de infectados
durante los primeros 50 dias de la epidemia de COVID-19 en China. Indica también que su modelo
matematico sigue una exponencial positiva si no existe ninguna accion de contencion ni declaracion
de alarma general. Sin embargo la curva disminuye cuando se aplican medidas de contencion y

emergencia.
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Figura 7: Modelo Matematico. Tian [5]

Actualmente (1 abril 2020) no podemos aventurar cuando terminard el proceso infeccioso del
COVID-19. Pero si podemos asegurar que este tiempo podria haberse reducido si se hubieran
tomado las medidas adecuadas notoriamente conocidas y por supuesto se podrian haber evitado una

mayor cantidad de muertes.

Seguramente hay que tener en cuenta los dafios que pueden ocasionar estas medidas tan drasticas de
confinamiento tanto en el ambito econdmico como en el social. Pero la leccion de la China nos da a

conocer que la accion drastica de emergencia inmediata reduce el tiempo de exposicion a la
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infeccion y por tanto sus efectos nocivos, al mismo tiempo que no colapsa el sistema sanitario
excesivamente. De esta manera también se reduce el tiempo de vuelta a la “normalidad”. Esta claro
que habra que hacer muchos estudios sobre el procedimiento de la China y en su contraparte de

Europa y de Estados Unidos.

Sin embargo es indiscutible que es inevitable una nueva pandemia sobre un nuevo virus o bacteria,
dada la rapidez de crecimiento y mutacion. Es por eso que las medidas adecuadas son dedicar
mayores recursos a la sanidad publica y a una mejor educacioén sanitaria, que pasa por dedicar
mayores recursos a una mejor educacion publica. Solo los profesionales preparados son capaces de

hacer grandes logros en tiempos dificiles.

Anexo

Grafica sobre la estacionalidad de los virus, segun el articulo de John Cohen [6]

Winter Spring Summer Autumn
Dec. Jan. Feb. Mar. Apr. May Jun. Jul. Aug. Sep. Oct. Nov.

Smallpox
California
1937

Rubella :

California . . . .
1971

Mumps
California
1973

Most cases in the year

Hepatitis A
California
1980

Pertussis
California
1945

Influenza
United States
1934

Measles
United States
1933

Chickenpox
United States
1975

Palio
United States
1952
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